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摘 要： 非负矩阵分解（ＮＭＦ）已成为数据分析与处理的一种日益流行的方法．当数据矩阵不完全时，可用加权
非负矩阵分解（ＷＮＭＦ）来分解矩阵．但是在ＷＮＭＦ算法中，对于给定的搜索方向，步长的选取一般来说不是最优的．本
文研究了不完全非负矩阵分解（ＩＮＭＦ）问题，提出了加速算法（ＡＩＮＭＦ）．首先，将ＩＮＭＦ问题转化为交替地求解两个非负
最小二乘（ＮＮＬＳ）问题．对于每个ＮＮＬＳ问题，在搜索方向上采用精确的步长．接着，分析了ＮＮＬＳ问题的算法复杂度．最
后，试验结果证实了ＡＩＮＭＦ优于ＷＮＭＦ．
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１ 引言

数据分析广泛地存在于科学、工程和商业等领域

中．许多实际数据具有非负的特点，比如灰度图像、物质
成分含量和文章中单词出现的频数等［１］．当使用线性方
法处理这样的非负数据时，往往期望得到非负的结果．
此时，若采用传统的线性分析方法（如主成分分析、奇异

值分解等），因其结果中含有负数而失去了物理意义，但

采用非负矩阵分解（ＮＭＦ，Ｎｏｎｎｅｇａｔｉｖｅｍａｔｒｉｘｆａｃｔｏｒｉｚａｔｉｏｎ）
就可以避免这一点［２］．

ＮＭＦ是将一个给定的非负数据矩阵分解成两个低
秩非负矩阵之积，它已成为数据处理与分析的一种日益

流行的工具．ＮＭＦ是一种基于局部的表示方法，即它仅
允许非负基的加性组合，而不允许减性组合［２］．ＮＭＦ已

经被广泛地应用在模式识别、信号与图像处理、聚类、文

本挖掘和生物信息学等领域中［１～８］．
在实际问题中，许多数据矩阵是不完全的，即它们

的一些元素丢失或不能被观测到．根据矩阵的部分元素
来恢复整个矩阵这一问题被称为矩阵补全（Ｍａｔｒｉｘｃｏｍ
ｐｌｅｔｉｏｎ）问题，它已成为继压缩感知（ＣＳ，Ｃｏｍｐｒｅｓｓｅｄｓｅｎｓ
ｉｎｇ）理论之后的又一种重要的信号获取方式［９，１０］．本文
研究了非负矩阵的补全问题，即基于不完全非负矩阵分

解（ＩＮＭＦ）来补全矩阵．作为 ＮＭＦ的乘性迭代更新法的
推广，加权非负矩阵分解（ＷＮＭＦ）算法是一种常用的非
负矩阵补全方法，但是它的搜索步长的选取一般来说不

是最优的．本文将求解 ＩＮＭＦ问题转化为交替地求解两
个非负最小二乘（ＮＮＬＳ）问题，对于每个 ＮＮＬＳ问题，在
搜索方向上选取精确的步长．
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２ 非负矩阵分解

正式地，非负矩阵分解可以表示为：

Ｘ≈ＵＶ （１）
其中 Ｘ∈ＲＲｍ×ｎ是ｍ个变量ｎ个目标的观测矩阵，Ｕ∈
ＲＲｍ×ｒ是基向量组成的矩阵，Ｖ∈ＲＲｒ×ｎ为系数矩阵．基的
数目 ｒ要小于ｍ或ｎ，当 ｒｍｉｎ（ｍ，ｎ）时，原始的数据
矩阵得到了有效的压缩．

矩阵间的误差测量的选择与噪声的类型有关．本
文假设噪声为等方高斯噪声，则 Ｕ和Ｖ的极大似然估
计是下列优化问题的最优解：

ｍｉｎ ｇ（Ｕ，Ｖ）＝ Ｘ－

 

ＵＶ ２
Ｆ

ｓ．ｔ． Ｕ≥０，Ｖ≥０
（２）

 

其中 · Ｆ表示Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范数，目标函数 ｇ（Ｕ，Ｖ）度量
了 Ｘ和ＵＶ的误差．优化问题（２）不是凸的，但是当固定
Ｕ和Ｖ中的一个变量矩阵时，它却是凸的．基于此，许
多交替式的求解方法被提出，例如：交替式最小二乘

法［１１］、乘性迭代更新法［２］和投影梯度法［１２］等．关于
ＮＭＦ算法的综述可参见文献［１３］．在这些算法中，最流
行的是 Ｌｅｅ和 Ｓｅｕｎｇ的乘性迭代更新法，下面给出其推
导过程［１４］．

目标函数 ｇ（Ｕ，Ｖ）关于矩阵 Ｕ和 Ｖ的梯度分别为：

ｇＵ（Ｕ，Ｖ）＝２ＵＶＶＴ－２ＸＶＴ

ｇＶ（Ｕ，Ｖ）＝２ＵＴＵＶ－２ＵＴＸ
（３）

所以，矩阵 Ｕ和Ｖ的更新规则为：
Ｕ←Ｕ－Ａ．（２ＵＶＶＴ－２ＸＶＴ）
Ｖ←Ｖ－Ｂ．（２ＵＴＵＶ－２ＵＴＸ） （４）

其中，矩阵 Ａ和 Ｂ为步长矩阵，‘．’表示矩阵的
Ｈａｄａｍａｒｄ积．选取步长矩阵 Ａ＝Ｕ．／（２ＵＶＶＴ），Ｂ＝Ｖ．／
（２ＵＴＵＶ），则有如下的迭代规则：

Ｕ←（Ｕ．（ＸＶＴ））．／（ＵＶＶＴ）
Ｖ←（Ｖ．（ＵＴＸ））．／（ＵＴＵＶ）

（５）

其中，‘．／’表示矩阵的 Ｈａｄａｍａｒｄ商．上述乘性迭代算法
收敛到平稳点［１２，１４］．由于此算法简单易行，并且具有良
好的性能，所以它受到了广泛的青睐．

３ 不完全非负矩阵分解

当给定的非负数据矩阵不完全时，称它的非负分

解为不完全非负矩阵分解（ＩＮＭＦ）．为了表示非负矩阵
Ｘ的丢失元素，ｍ×ｎ的指示矩阵Ｈ定义如下：如果 ｘｉｊ
存在，则 ｈｉｊ＝１；否则，ｈｉｊ＝０．本文假设矩阵 Ｈ是已知
的，于是度量误差可重新表示为：

ｆ（Ｕ，Ｖ）＝ Ｈ．（Ｘ－ＵＶ

 

）２
Ｆ （６）

３．１ 加权非负矩阵分解

作为ＮＭＦ的乘性迭代算法的推广，加权非负矩阵
分解（ＷＮＭＦ）可用来求解 ＩＮＭＦ．目标函数 ｆ（Ｕ，Ｖ）关于

矩阵 Ｕ和Ｖ的梯度分别为：

ｆＵ（Ｕ，Ｖ）＝２（Ｈ．（ＵＶ））ＶＴ－２（Ｈ．Ｘ）ＶＴ

ｆＶ（Ｕ，Ｖ）＝２ＵＴ（Ｈ．（ＵＶ））－２ＵＴ（Ｈ．Ｘ）
（７）

类似于 ＮＭＦ步长矩阵的选取，ＷＮＭＦ算法更新过程如
下［１５，１６］：

Ｕ←［Ｕ．（（Ｈ．Ｘ）ＶＴ）］．／［（Ｈ．（ＵＶ））ＶＴ］
Ｖ←［Ｖ．（ＵＴ（Ｈ．Ｘ））］．／［ＵＴ（Ｈ．（ＵＶ））］

（８）

ＷＮＭＦ算法基于梯度下降法，但在给定的搜索方向上，
搜索步长的选取一般来说不是最优的．
３．２ ＩＮＭＦ的等价模型

为更直观地描述 ＩＮＭＦ优化问题，下面给出其等价
模型．由于误差函数 ｆ（Ｕ，Ｖ）中存在 Ｈａｄａｍａｒｄ积，分析
上不易于操作．为此引入几个符号来重新把它表示为
简单形式．记 Ｕ＝（ｕ１，…，ｕｍ）Ｔ，Ｖ＝（ｖ１，…，ｖｒ）Ｔ．再令
ｕ＝（ｕＴ１，…，ｕＴｍ）Ｔ，ｖ＝（ｖＴ１，…，ｖＴｒ）Ｔ．于是，矩阵 Ｕ和ｍｒ
维向量ｕ可视为可以相互交换，矩阵 Ｖ和ｎｒ维向量ｖ
亦是如此．因此，ｆ（Ｕ，Ｖ）＝ｆ（ｕ，ｖ）．

令 ｋ为观测元素的数目，ｘ为观测元素ｘｉｊ按ｉ和ｊ
的字典序排列成的ｋ维列向量．记 Ｆ＝ｈ（ＩｍＶＴ），Ｇ
＝ｈ（ＵＩｎ），其中 Ｉｍ和Ｉｎ分别为ｍ和ｎ阶单位矩阵，
‘’表示矩阵的Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ积，ｈ（·）为矩阵的选择算子．
ｈ（·）定义如下：如果 ｈｉｊ＝１，则保留矩阵的第 ｉ＋ｊ行；
否则删除此行．Ｘ中丢失与观测元素的分布（即指示矩阵
Ｈ）确定 Ｆ和 Ｇ维数的大小．显然，Ｆ∈ＲＲｋ×ｍｒ，Ｇ∈ＲＲｋ×ｎｒ．
误差函数 ｆ（ｕ，ｖ）可表示为 ｆ（ｕ，ｖ）＝ Ｆｕ－

 

ｘ２
２或

ｆ（ｕ，ｖ）＝ Ｇｖ－

 

ｘ２
２．对于固定的 Ｈ，Ｆ可看作ｖ的函

数．因此，可记 Ｆ＝Ｆ（ｖ）．类似地，记 Ｇ＝Ｇ（ｕ）．
为了求得最优的向量 ｕ和 ｖ，需求解下列优化问题：

ｍｉｎ ｆ（ｕ，ｖ）
ｓ．ｔ． ｕ≥０，ｖ≥０

（９）

同样，优化问题（９）关于向量 ｕ和ｖ不是凸的，但是关
于每个向量却是凸的．如果固定 ｕ和ｖ中的一个向量，
则优化问题（９）等价于非负最小二乘（ＮＮＬＳ）问题．这启
发我们交替求解ＮＮＬＳ问题．
３．３ ＩＮＭＦ的加速算法（ＡＩＮＭＦ）

作为ＮＭＦ的特例，ＮＮＬＳ问题一直都是研究的热
点．最近，Ｍｅｒｒｉｔｔ等人提出了求解ＮＮＬＳ问题的内点梯度
法（ＩＰＧ），它是 Ｌｅｅ和 Ｓｅｕｎｇ的乘性迭代算法的加速版
本［１７］．本文提出 ＩＮＭＦ的加速算法（ＡＩＮＭＦ），即将求解
ＩＮＭＦ问题转化为交替地求解两个 ＮＮＬＳ问题，并且采
用 ＩＰＧ求解每个ＮＮＬＳ问题．

在求解ＮＮＬＳ问题时，为了使用 ＩＰＧ，先将非负向量
ｘ变为正向量，即 ｘ的每个零元素均由一个足够小的
正数来代替．现在考虑向量 ｖ固定的情形．在此情形
下，Ｆ也是固定的，取目标函数 ｆ（ｕ，ｖ）＝ Ｆｕ－

 

ｘ２
２．
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下面给出 ｕ的迭代过程．目标函数 ｆ（ｕ，ｖ）关于 ｕ的梯
度为ｆｕ（ｕ，ｖ）＝２（ＦＴＦｕ－ＦＴｘ）．根据Ｌｅｅ和 Ｓｅｕｎｇ的算
法，搜索方向 ｄ＝（－ｕ．ｆｕ（ｕ，ｖ））．／（２ＦＴＦｕ）．希望
采取迭代规则：ｕ←ｕ＋αｄ，其中步长α为目标函数沿
搜索方向ｄ的满足非负约束的精确最小步长．同时，为
了保证更新后的向量 ｕ仍是正的，取

α＝ｍｉｎ
－ｄＴｆｕ（ｕ，ｖ）
２ｄＴＦＴＦｄ

，τｍａｘ｛珋α：ｕ＋珋αｄ≥０( )｝ （１０）

其中τ∈（０，１）且充分接近于１．
类似地，当 ｕ固定时，可以得到相应的搜索方向 ｑ

和步长β．ＡＩＮＭＦ算法如下．
算法１ ＡＩＮＭＦ算法
Ｓｔｅｐ１ 初始化正向量 ｕ和ｖ，令τ∈（０，１）．
Ｓｔｅｐ２ 依据指示矩阵 Ｈ，由 ｕ，ｖ和Ｘ得到Ｇ，Ｆ，ｘ．
Ｓｔｅｐ３ 计算 ｆｕ（ｕ，ｖ）＝２（ＦＴＦｕ－ＦＴｘ），令 ｄ＝（－ｕ．ｆｕ（ｕ，

ｖ））．／（２ＦＴＦｕ）．
Ｓｔｅｐ４ 根据式（１０）计算α，令 ｕ←ｕ＋αｄ．
Ｓｔｅｐ５ 依据指示矩阵 Ｈ，由 ｕ得到Ｇ．
Ｓｔｅｐ６ 计算 ｆｖ（ｕ，ｖ）＝２（ＧＴＧｖ－ＧＴｘ），令 ｑ＝（－ｖ．ｆｖ（ｕ，

ｖ））．／（２ＧＴＧｖ）．

Ｓｔｅｐ７ 计算β＝ｍｉｎ
－ｑＴｆｖ（ｕ，ｖ）
２ｑＴＧＴＧｑ

，τｍａｘ珋β：ｖ＋珋βｑ≥{ }( )０ ，令 ｖ

←ｖ＋βｑ．
Ｓｔｅｐ８ 依据指示矩阵 Ｈ，由 ｖ得到Ｆ．
Ｓｔｅｐ９ 如果终止条件满足，则停止算法，输出向量 ｕ和ｖ；否则转

Ｓｔｅｐ３．

在算法１中，可以根据（０，１）区间上的均匀分布来
随机初始化正向量 ｕ和ｖ．终止条件可以设置为运行时
间或最大迭代次数．
３．４ ＡＩＮＭＦ的复杂性分析

一般来说，矩阵 Ｆ和Ｇ的维数非常大，这会导致存
储和计算的困难．考虑到 Ｆ和Ｇ的特殊结构，可以不必
存储矩阵 Ｆ和Ｇ，同时降低计算复杂度．在实施算法的
过程中，关键的任务是计算搜索方向 ｄ、ｑ和相应的步
长α、β．下面推导出它们的简洁形式．

为了获得 ｄ和α的简洁形式，必须计算下列三项：
ＦＴｘ，ＦＴＦｕ和ｄＴＦＴＦｄ．前两项计算如下：

ＦＴｘ＝

∑
ｎ

ｉ＝１
ｈ１ｉｘ１ｉｖｉ



∑
ｎ

ｉ＝１
ｈｍｉｘｍｉｖ













ｉ

＝ｖｅｒ（Ｖ（Ｈ．Ｘ）Ｔ） （１１）

ＦＴＦｕ＝ｄｉａｇ∑
ｎ

ｉ＝１
ｈ１ｉｖｉｖＴｉ，…，∑

ｎ

ｉ＝１
ｈｍｉｖｉｖＴ( )ｉｕ

＝

∑
ｎ

ｉ＝１
ｈ１ｉｖｉｖＴｉｕ１



∑
ｎ

ｉ＝１
ｈｍｉｖｉｖＴｉｕ













ｍ

＝ｖｅｒ（Ｖ（Ｈ．（ＵＶ））Ｔ） （１２）
其中 ｖｅｒ（·）是矩阵按列顺序的向量化算子，ｄｉａｇ（·）表
示对角矩阵算子．根据上述两项，梯度 ｆｕ（ｕ，ｖ）和搜索
方向 ｄ可立即得到：

ｆｕ（ｕ，ｖ）＝２ｖｅｒ（Ｖ（Ｈ．（ＵＶ－Ｘ））Ｔ） （１３）
ｄ＝［ｕ．ｖｅｒ（Ｖ（Ｈ．（Ｘ－ＵＶ））Ｔ）］．／

ｖｅｒ（Ｖ（Ｈ．（ＵＶ））Ｔ）
（１４）

因此，最后一项

ｄＴＦＴＦｄ＝ｄＴｄｉａｇ∑
ｎ

ｉ＝１
ｈ１ｉｖｉｖＴｉ，…，∑

ｎ

ｉ＝１
ｈｍｉｖｉｖＴ( )ｉｄ

＝∑
ｍ

ｊ＝１
∑
ｎ

ｉ＝１
ｈｊｉｄＴｊｖｉｖＴｉｄｊ

＝∑
ｍ

ｊ＝１
∑
ｎ

ｉ＝１
ｈｊｉ（ｄＴｊｖｉ）２

＝ Ｈ．（ＤＶ

 

）２
Ｆ （１５）

其中矩阵 Ｄ＝（ｄＴ１，…，ｄＴｍ）Ｔ满足 ｄ＝ｖｅｒ（Ｄ）．
类似地，为了获得 ｑ和β的简洁形式，必须计算下

列三项：ＧＴｘ，ＧＴＧｖ和ｑＴＧＴＧｑ．前两项计算如下：
ＧＴｘ＝ｖｅｒ（（Ｈ．Ｘ）ＴＵ） （１６）

ＧＴＧｖ

＝ｖｅｒ

∑
ｍ

ｉ＝１
ｈｉ１ｕｉ１（∑

ｒ

ｊ＝１
ｕｉｊｖｊ１），…，∑

ｍ

ｉ＝１
ｈｉ１ｕｉｒ（∑

ｒ

ｊ＝１
ｕｉｊｖｊ１）

……………………………………………………

∑
ｍ

ｉ＝１
ｈｉｎｕｉ１（∑

ｒ

ｊ＝１
ｕｉｊｖｊｎ），…，∑

ｍ

ｉ＝１
ｈｉｎｕｉｒ（∑

ｒ

ｊ＝１
ｕｉｊｖｊｎ











）

＝ｖｅｒ（（Ｈ．（ＵＶ））ＴＵ） （１７）
根据上述两项，梯度 ｆｖ（ｕ，ｖ）和搜索方向 ｑ可立即

得到：

ｆｖ（ｕ，ｖ）＝２ｖｅｒ（（Ｈ．（ＵＶ－Ｘ））ＴＵ） （１８）
ｑ＝［ｖ．ｖｅｒ（（Ｈ．（Ｘ－ＵＶ））ＴＵ）］．／
ｖｅｒ（（Ｈ．（ＵＶ））ＴＵ） （１９）

因此，最后一项

ｑＴＧＴＧｑ＝（ｑＴ１，…，ｑＴｒ）ｖｅｒ（（Ｈ．（ＵＱＴ））ＴＵ）
＝ Ｈ．（ＵＱＴ

 

）２
Ｆ （２０）

其中矩阵 Ｑ＝（ｑ１，…，ｑｒ）Ｔ满足 ｑ＝ｖｅｒ（ＱＴ）．
根据上面的简洁形式，可知算法１的空间复杂度为

Ｏ（ｍｎ），且在每次迭代过程中的计算复杂度为
Ｏ（ｍｎｒ）．总之，算法 １的时空复杂度与 ＮＭＦ的乘性迭
代算法和ＷＮＭＦ算法的复杂度相当．

４ 实验分析

４．１ 数据描述

在ＯＲＬ和Ｙａｌｅ人脸数据集上进行实验．ＯＲＬ人脸
数据库包括４０个人的人脸图像，其中每个人有１０幅不
同的图像．这些图像在不同时间获取，具有不同的表情
和面部细节，而且稍许倾斜（不超过２０°）．Ｙａｌｅ人脸数据
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库包括１５个人的人脸图像，其中每个人有１１幅不同的
图像．它们是具有不同表情、遮掩和光照条件的正面图
像．为计算方便，这两个数据集的每幅图像均经下采样
成为６４×６４的图像．将每幅人脸图像按列排列形成一
个列向量，因此，ＯＲＬ和 Ｙａｌｅ人脸数据集可分别用４０９６
×４００和４０９６×１６５的矩阵来表示．数据矩阵中的零元
素用１０－６代替．
４．２ 实验设置

对于每个数据矩阵，令其元素均以相同的概率 ｐ
随机丢失．在ＯＲＬ数据集中取 ｒ＝８０；在 Ｙａｌｅ数据集中
取 ｒ＝３０．对于给定的正矩阵 Ｘ和丢失指示矩阵Ｈ，若
相应的非负矩阵分解为 ＵＶ，则它们的相对误差定义
为：

Ｈ．Ｘ－Ｈ．（ＵＶ

 

） Ｆ
Ｘ．

 

Ｈ Ｆ
（２１）

在算法１中取τ＝０９９９．对于每个丢失概率 ｐ，将
算法１执行２０次，最终用平均相对误差来评价算法的

性能．
为了将ＡＩＮＭＦ和ＷＮＭＦ进行比较，设计两组实验．

在第一组实验中，对于相同的运行时间 Ｔ，比较两种方
法在不同丢失概率下的相对误差．在第二组实验中，对
于相同的丢失概率 ｐ，比较两种方法在不同迭代次数下
的相对误差．
４．３ 实验结果

第一组实验的结果如图１和图２所示．从这两个图
上可以看出，在相同的运行时间内，对于各个丢失概率

ｐ，ＡＩＮＭＦ的相对误差都要优于 ＷＮＭＦ．同时，两种算法
的相对误差的标准差都比较小，这说明这它们都比较

稳定．丢失概率为０意味着数据矩阵没有丢失元素．第
二组实验的结果如图３和图４所示．可以看出：当迭代
次数相同时，ＡＩＮＭＦ的相对误差要明显优于 ＷＮＭＦ；两
种算法的相对误差的标准差都比较小，这同样说明它

们都比较稳定．总之，ＡＩＮＭＦ在收敛速度上要优于 ＷＮ
ＭＦ．

５ 结论

本文研究了不完全非负矩阵分解（ＩＮＭＦ），提出了
ＡＩＮＭＦ算法．它是将求解 ＩＮＭＦ问题转化为交替地求解
两个非负最小二乘问题．通过复杂度分析可知，ＡＩＮＭＦ
算法与ＷＮＭＦ算法有相同的时空复杂度．由于 ＡＩＮＭＦ
算法采用了精确的步长，所以 ＡＩＮＭＦ算法的收敛速度
比ＷＮＭＦ算法快．试验结果表明 ＡＩＮＭＦ算法优于 ＷＮ
ＭＦ算法．
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